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MAKINE DINAMIGI (2. Hafta)

STATIK VE DINAMIGIN TEMEL iLKELERI, VEKTOR MATEMATIGI

Mekanik sistemler lzerindeki kuvvetler denge halindeyse sistem hareket etmeyecektir (yada sabit hizla hareket
eder). Sistemin denge hali icin gerekli kuvvetlerin hesaplanmasi statik hesaplamalarla yapilir. Statik
hesaplamalar ile dinamik hesaplamalar arasindaki tek fark dinamik sistemlerin icerisinde atalet kuvvetlerinin
bulunmasidir. Atalet kuvvetleri ise ivmeler nedeniyle cikar. Eger sistemde ivmeli bir hareket (hizlanma yada
yavaslama) yoksa sistem statik olarak ¢ozilur. Hareket halindeki sistemlerde sisteme disaridan etki eden dis
kuvvetlerin yaninda, icte meydana gelen dinamik kuvvetlerde hesaplanarak (atalet kuvvetleri ve momentler),
statik hesaplarda oldugu gibi ¢6ziime gidilir.

Statik ve Dinamik sistem Uzerinde kuvvet ve momentlerin hesaplamalarini yaparken Vektér matematigini
kullanmak gerekir. Clinkl kuvvetlerin etkisi, siddet ve agiyla ortaya cikar (yani kuvvet bir vektorel biyiikliktiir).
Vektor matematigi ile statikte denge denklemleri, dinamikte ise hareket denklemleri kolayca olusturulur. Elde
edilen bu denklemler icerisinde hareketin bagl bulundugu degiskene gore hareketin her adimi ¢oziilebilir. Bu
durum sistemin ¢oziimiinde programlanabilir bir model olusturmayi saglar. Boylece bir periyotluk tiim hareketin
davranislari incelenebilir.

A-Statigin Temel ilkeleri

Cismin lizerindeki kuvvetler
Bir cismin (yada mekanizmanin) lizerindeki kuvvet ve momentleri U¢ grupta toplayabiliriz.
a) Dis kuvvetler: Cisme disaridan etki eden kuvvetlerdir. Buna siirtlinmelerde dahildir.

b) Atalet kuvvetleri: Hareket halindeki sistemlerde ivme nedeniyle kitlenin ortaya ¢ikardigi kuvvetlerdir. Statik
sistemde olusmaz.

c) Bag kuvvetleri: Sistemi olusturan cisimleri birbirine baglayan kuvvetlerdir. Baglar arasindaki siirtinme
kuvvetleri de dahildir. iki grupta ele alinabilir.

i) Mafsal kuvvetleri: Hareketli uzuvlarin kendi aralarinda olusan bag kuvvetleridir.

ii) Mesnet kuvvetleri: Hareketli uzuvlar ile sabit sase arasindaki kuvvetlerdir.

Mesnet tepkileri

Mesnetlerin baglanti sekline baglh olarak cesitli tepki kuvvetleri olusur. Bu kuvvetlerin yoni ve seklinin bilinmesi
sistemin statik hesabi icin bilinmesi gerekir.
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Serbest Cisim Diyagraminin Cizimi

Problem ¢6ziimiinde serbest cisim diyagraminin ¢izimi bliyiik 6nem tasir. Mekanizmanin pargalara ayrilip bitiin
ic ve dig kuvvetlerin gésterildigi diyagramlara Serbest Cisim Diyagrami denir.

Mekanizmalarda serbest cisim diyagramini ¢izmek icin dncelikle elemanlar birbirinden ayrilmis olarak cizilir.
Elemanlara etki eden dis kuvvetler gosterilir. Elemanlara etki eden i¢ kuvvetleri gdstermek icin ise su siralama
takip edilir.

a) ilk olarak iki kuvvetin etkisi altinda bulunan elemanlarin tizerindeki kuvvetler gésterilir. Bu kuvvetler
komsu elemanlara tepki kuvveti olarak aktarilir.

b) Ardindan Uzerinde iki kuvvet bir moment olan elemanlara etki eden kuvvetlerin yonleri belirlenir.
Bulunan kuvvetler komsu elemanlara tepki kuvveti olarak yansitilir.

c) Son olarak Gizerinde 3 kuvvet bulunan elemanlarin kuvvetleri belirlenir.

ic kuvvetlere isim verirken Fi, seklinde elemanlarin numarasi ile isim verilir. Bunun anlami 3 nolu elemanin 2 ye
uyguladigi kuvvet demektir. 1 numaral eleman ismi sabit saseye verilir. Ornek olarak 4 cubuk mekanizmasinin
serbest cisim diyagramini gizelim.
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Statigin dayandigi temel bazi ilkeler vardir. Bunlar;

Statik Denge ilkesi
Rijit cismin Gzerindeki kuvvet sayisina ve durumuna bakarak denge i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur.

a) Cismin dzerinde iki kuvvet varsa: Bir rijit cisme sadece iki kuvvet etki ediyorsa, statik denge icin bu iki kuvvetin

biyiklikleri ayni ve yénleri ters olmalidir. ﬁ'l + ﬁz =0 => ﬁ'l = —ﬁz

b) Cismin lizerinde li¢ kuvvet varsa: Cismin Uzerinde (i¢ tane kuvvet varsa statik denge icin bu kuvvetlerin

dogrultusu bir noktada kesismeli ve vektorel toplami sifir olmalidir. 17"1 + 17"2 + F; = 0 Vektorel toplam sifir
olunca kuvvetlerin olusturdugu poligon kapal bir poligon olacaktir. Poligonda tiim vektorler ayni yone
bakmalidir. Saatin tersi yonde alindiysa hepsi poligon boyunca saatin tersi ydonde olmalidir.



c) Cismin {izerinde iki kuvvet ve bir moment varsa: Bu durumda cismin statik olarak dengede olabilmesi icin etki

eden kuvvetler paralel zit yonde olmali ve olusturduklari moment cismin tzerindeki momente esit ve zit yonde
olmahdir.

ﬁ1+ﬁ2 =0 Ve?+ﬁ1x(z= 0
Yani F; = F, veT = F;.d olmalidir.
F

)
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d) Bir Noktada Kesismeyen Kuvvetlerin Dengesi: Dogrultulari farkh yonlerdeki kuvvetler ortak bir noktaya

tasinarak birlestirilirse ortaya hem bir bileske kuvvet hem de bir moment cikar. (Not: Bir kuvvet bulundugu
dogrultudan yanlamasina farkli bir noktaya kaydirilirsa kaydirilan mesafe kadar ortaya bir de moment cikar)
Denge icin kuvvetlerin bileskesi sifir yapilsa bile moment cismi hala dondiirmeye calisacaktir. Bu durumda denge
icin gerekli sart hem kuvvetlerin toplaminin sifir hem de momentlerin toplaminin sifir olmasi gerekir. Yani ortaya
¢ikan bileske kuvvete zit yonde esit bir kuvvet ve ortaya gikan toplam momente zit yonde esit bir moment
uygulanirsa cismin hareketi durdurulabilir.

YF=0 YM=0

F3

denge i¢in

Odev: Sekildeki cismi yerinde tutabilmek icin hangi hangi kuvvetler eklenmelidir?

Etki-Tepki ilkesi

Birbirine dayali iki cismin dayandiklari noktada kuvvetlerin dogrultulari ve siddetleri ayni fakat yonleri terstir.
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Siiperpozisyon ilkesi

Bir rijit cisim bircok kuvvetin etkisi altinda dengede ise, bu kuvvetlerin arasindan dengede olan bir grup kuvvetin
¢ikarilmasi yada denge halindeki bir grup kuvvetin eklenmesi dengeyi bozmayacaktir.

Fs Fs

Fa

Bileske Kuvvetin Bulunmasi

Vektorel Yontem: Bir rijit cisme etki eden bir kuvvet ayni etkiyi gosterecek iki kuvvete ayrilabilir. Yada iki
kuvvetin etkisi tek bir kuvvet ile gosterilebilir. Bunun igin sekildeki gibi paralel kenar kullanilarak yada vektorel
poligon ile islemleri yapilabilir. Burada R bileske kuvvet, F1 ve F2 ise Bilesen kuvvetler olarak adlandirilir.

F,

Paralel kenar ilkesi ile iki kuvvetin bileskesi su sekilde bulunabilir.

R = \/Ff + F} + 2 F,F,Cosa

Analitik Yontem: Bunun icin oncelikle kuvvetler x ve y dogrultularinda bilesenlere ayrilir. Daha sonra x ekseni
dogrultusunda olanlari kendi arasinda ve y dogrultusunda olanlarda kendi arasinda toplanir. Ardindan iki
kuvvete diuslrdikten sonra bunlarin hipotends teorimi ile bileskesi alinir.

4 ¥

Fis

Fi+i

Rx:ZX => Rx=F1.CO.961+F2.COng + ..

Ry ZZY => Ry =F1517’l91+F251n92 + ...

R= /R,%+R§

Bileske kuvvetin x-ekseni ile yaptigi a¢i su sekilde olacaktir.
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Grafik Yontem:

Sekildeki gibi kuvvetler ug uca eklendiginde bir dongii olusturacaktir. Baslangic noktasini bitis noktasina baglayan
vektor Bileske kuvveti olusturur. Kuvvetler 6lceklenerek cetvelle cizilir yada ¢izim programi kullanilir. Bulunan
bileske kuvvetin boyu tekrar 6lcekle carpilarak gercek degeri bulunabilir.
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Vektorel Poligon

Bir Kuvvetin Bagka Bir Noktaya Tasinmasi

Bir kuvvetin ayni dogrultu Gzerinde (tesir ¢izgisi Uzerinde) kaydiriimasi sonucu degistirmez. Kuvvetin bu cizgiden
farkli bir noktaya tasinmasi, tasindigi noktada ayni siddet ve dogrultuda yine bir kuvvet ve tasindigi dik mesafe
kadar bir moment etkisi ortaya cikarir.

Bunu su sekilde izah edebiliriz. A noktasinda bir F kuvveti olsun. Bu kuvvet B noktasina tasinmak istensin. B
noktasina +F ve —F kuvvetinin eklenmesi sonucu degistirmez (StUperpozisyon prensibi). A noktasindaki +F kuvveti
ile B noktasindaki —F kuvveti kuvvet ¢ift olustur ve bu da moment etkisi yapar. Kuvvet ¢iftinin moment etkisi
cisim lizerinde her noktaya tasinabilir. Yani momentin dénme merkezi diye bir yer yoktur.

B-Dinamigin Temel ilkeleri

Hareketleri temel olarak iki kisma ayirabiliriz. Dogrusal hareket ve dairesel hareket. Her iki hareketin formiilleri
de temelde benzerdir. Dogrusal konum ve agisal konumun {izerine, dogrusal hiz ve agisal hizlar bina edilir.
Ardindan dogrusal ivme ve acisal ivmeler hesaplanir. Dogrusal ivme ile kitlenin ¢carpimi atalet kuvvetini dogurur.
Agisal ivme ile kitlesel atalet momentinin ¢arpimi da atalet momentlerini dogurur. Bu sekilde harekete ait
blyklikler bulunur. Temel dinamik hesaplarda ihtiyacimiz olan tim formiilleri asagidaki sekilde tablo halinde
toplayabiliriz. Burada egrisel hareket (t-n koordinatlar) ve polar hareket (r-6 koordinatlar) formiillerine ihtiyag
olmayacaktir.

Biiyliklugiin adi Dogrusal Hareket Dairesel Hareket

Asagidaki formiiller ivme degisken veya her durumda hesapla yapabilecegimiz genel formullerdir.

Konum s [m] 6 [rd]

Hiz v = % [m/s] w = i—f [rd/s]

5
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. _ ﬂ 2 _ d_w 2
lvme a=— [m/s?] a=— [rd/s?]

Zamansiz formdl vdv =ads wdw=add

(a=sabit) ivme sabit ise daha basit kullanim igin asagidaki formdller kullanilir. (Ustteki formiiller genel
formillerdir, bunlarda kullanilabilir)

1 1
Konum s:so+v0t+§at2 9=90+w0t+§at2

Hiz v=vy+ at w=wy+ at
Zamansiz formil v? = v§+ 2a (s —sg) w? = wi+ 2a (60 —6y)

Dogrusal ve Acisal Hareketlerin Donlsiim Formli (Dogrusal blytklikler ayni zamanda tegetsel blytkliklerdir)

F = m a (atalet kuvveti) M = I, a (atalet momenti)
. \U\u P = m v (dogrusal momentum) L =1, w (agisal momentum)
E= %m v2(dogr. kinetik eneriji) E= %Im w? (agisal kinetik enerji)
s=rb
V=row
ma g m —|: ' v 'a a; = r a (dairesel harekette tegetsel ivme)

a, = r w? (dairesel harekette merkezcil (normal) ivme)

Kiitle atalet momenti (Im)

Dogrusal harekette ivmeye direng gosteren etki cismin kitlesi iken, Dairesel harekette acisal ivmeye direng
gosteren blyklik kitle atalet momenti (I) dir (yada eylemsizlik momenti olarak isimlendirilir) (Sembolii J;m olarak da
gosterilebilir). Kitle ivmeye direng (atalet) gésteren maddenin degismeyen biiytkligudir. Uzayda da diinyada da
ivmeye karsl ayni etkiyi Uretir. Bu nedenle maddenin kitlesi higbir yerde degismez (agirlikla karistinimamal. Agirik
kiitle ile ivmenin g¢arpimi sonucu ortaya ¢ikan N cinsinden kuvvettir. Ayda ve diinyada ¢ekim kuvvetleri farkli ivme liretecedinden agirliklar
degisir). Dogrusal kiitle (bildigimiz kiitle) hareket esnasinda cismin seklinden bagimsizdir. Yani seklinin bir énemi
yoktur. Fakat dairesel kiitle (kitle atalet momenti) cismin sekline ve dénme eksenine bagli olarak degisir. Bu
nedenle ayni cismi farkli eksenlerden déndirdiglimuizde kitle atalet momenti degisecektir.

Kiitle Atalet Momentinin Hesaplanmasi:

m kitleli noktasal bir cisim r uzakligindaki bir eksen etrafinda dénerse bu cismin eylemsizlik momenti mr?
olarak tanimlanir. Eger cisim ¢ok sayida pargaciktan olusmussa her bir parcacigin kiitle atalet momenti
toplanarak cismin tamami i¢in sonug¢ bulunur. Yani cisim sonsuz kicuklikteki dm kutlelerinden meydana
geliyorsa bu cismin eylemsizlik momenti asagidaki formdille bulunabilir.

Iy = frzdm

Ornek 1: Kiitle Atalet Momentinin formiiliiniin integralle bulunmasi
L boyundaki M kutleli diiz ince bir gubugun kiitle merkezinden gegen eksene gore eylemsizlik momentini (kitle

atalet momenti) soyle hesaplayabiliriz.
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e dr boyundaki kiigiik bir parcanin kiitlesi su sekilde bulunur. M kiitleli cismin boyu L ise her birim uzunlugun
kiitlesi % olur. Bunu sonsuz kii¢iik uzunlukta bir boyla ¢arparsak (dr ile ¢arparsak) o zaman sonsuz kiigiik cismin

kiitlesi dm = %dr olur.

e Eksen gubugun kiitle merkezinden gegtigi i¢in integralin sinirlar —% ve +§ olur. Buldugumuz dm = %dr yi

formiilde yerine koyarsak
e M ve L sabit oldugundan integralin disinda ¢ikar. Integrali ¢ozersek bu seklin kiitle atalet momenti asagidaki sekilde
olur.

L/2 L/2 L/2 M 3 ? M1[L3 L3 M1l2L 1
Imzf r?dm = f r —dr ——f zdr— =] ——[——(——>]= [ ]——ML2
L2 L2 L2 L3, L3|8 8 L3 12
Paralel Eksenler Teoremi ile Farkl bir eksende hesaplama:

Bir cismin kltle merkezinden gegen eksene gore Kiitle Atalet Momentini biliyorsak, baska bir eksene gore kitle
atalet momentini asagidaki formille hesaplayabiliriz. Kiitle merkezine gore atalet momentinin lzerine, cismin
kitlesini ile dik uzakligin carpimini ekledigimizde sonucu verecektir.

Ly = Iy + Md?

Ornek 2: Kiitle Atalet Momentinin Formiiliiniin Paralel Eksenler Teoremi ile bulunmasi

2
Yukaridaki ince ¢ubugun kitle merkezine gore kitle atalet momenti % idi. Cubugun merkezinden ug kisma uzakligi
L/2 dir. O zaman ug noktaya gore kiitle atalet momenti su sekilde olur.
ML? L? ML* ML? ML2 +3ML> 1

IL,=—+M>) = + - ML?
moo12 (2) 12 4 12 3

Not: Burada hesaplanan ¢ubugun son derece ince olmasi gerekir. Clinkii formiller hesaplanirken sonsuz kiiglik
eleman Gzerinden yapildi. Eger cubugun capi artarsa formilde degisecektir. Bunun formilin cikarilmasi 6dev
olarak verilecektir.

Bazi Sekillerin Kiitle Atalet Momentleri:
Bazi sekillerin kitle atalet momenti asagida verilmistir. Herhangi bir seklin kiitle merkezine gére eylemsizlik

momenti biliniyorsa, istenen eksene gore yukaridaki paralel eksenler teoremi kullanilarak daha c¢ok 6rnek
gelistirmek mimkiindr.
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Odev: Bunun
formiiliinii

Im:%mRz ImzimR2+%mL2 cikarin yada Imzém(r2+R2) Im:%m(W2+L2) ImzémRZ
internetten
bulun
Silindir Silindir Silindir Cember Prizma Kiire
(Kitle merkezinden (kiitle merkezinden (ug kismindan (Eksenden (ktitle merkezinden (ici dolu)
eksenel donduriliyor) enine donduriltyor) doniyor) donduraliyor) donlyor

Ornek 3: Kiitle Atalet Momentinin hem Formiille hem de Solidworks ile bulunmasi ve sonuclarin
karsilastirilmasi

Asagidaki silindirin ¢esitli eksenlerden dondlirmeye karsi direncini gosteren “Kitle Atalet Momentlerini”
hesaplayin, hesaplarin dogrulugunu Solidworks ile ispatlayin.

Ve &

Gozim: Pargay! solidwork de ¢izdikten sonra simiilasyon kisminda statik analizi agalim. Pargaya bir malzeme
atayalim (kltlesinin ortaya ¢ikmasi icin malzeme atanmali). Alasim celik malzemesi atandi. Solidworks te parca
cizilirken orijin tam orta kisma denk getirildiginde (¢ eksende olusan kitlesel atalet momentleri asagidaki gibi

¢citkmistir.

X Static 1% (-Varsay g
5] 4 Parcal (-4 Galistir
93 Baglantilar @ Tum Bilesenleri Gincelle

g fL7=7

T Fikstirler | &
L1 Harici Yukler | @9 Gidiat Takipgisi
G Mesh & Alt Modelleme Etada Olustur
Sonug Secene ﬁ Yik Durumu Y&neticisi

q% Etidi Kopyala

= |

er.

g Kitlesel Ozellikler...

Simdi buldugumuz sonuglari hesapla bulalim.

Kiitle = 2.177e+00 kg
Hacim = 2.827e-04 m~3
Yozey Alani = 2.450e-02 m"2
Kutle merkezi: (m)

X = 0.000e+00

Y = 0.000e+00

Z = 0.000e+00

Birincil atalet eksenleri ve birincil eylemsizlik momentleri: (kg.m*2)
Kitle merkezinde alinmis.

& Kabuk Yoneticisi Ix = (1,000, 0,000, 0,000)  Px = 9.797e-04
. N . ly = (0,000, 0,000, -1,000) Py = 2.304e-03
ﬁ Similasyon Dederlendirici... Iz = (0,000, 1,000, 0,000) Pz = 2.304e-03

@ Detaylar.. Atalet Momenti: (kg.m*2)
R i Kiitle merkezinde alinmis ve gikii koordinat sistemi ile hizalanmis.
Ogellikler... L = 9.797e-04 Ly = -0.000e+00 Lxz = -0.000e+00

lyx = -0.000e+00 Llyy = 2.304e-03  Lyz = -0.000e+00
Lzx = -0.000e+00 Lzy = -0.000e+00 Lzz = 2.304e-03

A) A pargasl icin donme ekseni x eksenidir. Buna gore formilimiiz asagidaki sekilde olusur.

1

1
Iy = =m R? = =2.177 (kg). (0.03)? (m?) = 0,00097965 = 9.7965x10~* [kgm?]

2 2

Sonuglar Solidworks ile aynidir.

Px = 9.797e-04

Lxx = 9.797e-04

(kg.m*2)
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B) B parcasinda donme ekseni y ekseni oldugundan ayni ekran goriintilerini bu parga icinde kullanabiliriz.
Oncelikle hesaplayarak bulalim.

1 1 1 1
Iy = gm R + 55m 1 = 22177 (kg) (0.03)(m?) + 52177 (kg) (0.1)* (m?) = 0,00230399 = 2.3039x10"* [kgm?]

Sonuglar Solidworks ile aynidir.
Py = 2.304e-03 Lyy = 2.304e-03 (kg.m*2)

B parcas! icin z ekseni hesaplamaya gerek yoktur. y ekseni ile ayni sonuctur (Im:=2.3039x1073). Solidworks
¢iktisinda da ayni oldugu gézikmektedir.

Pz = 2.304e-03 Lzz = 2.304e-03

000

Hatirlatma: Kiitle atalet momenti (I,,) ile Alan Atalet Momenti (1) ve Polar Atalet Momentin (I,,) farki
Kitle atalet momentinin, alan atalet momenti (Ix yada ;) ile karistirlmamasi gerekir. Alan atalet momenti cismin

egildigi eksene gore kesitinin egilmeye karsi direncini ifade eder.

Benzer sekilde polar atalet momenti (I,)de iki eksende hesaplanan toplam alan direncini ifade eder. Yani iki
eksendeki direng cismin kesitinin burulmaya karsi direncini ifade eder.

Bazi sekillerin alan atalet momenti ve polar atalet momentleri asagida verilmistir. Bunlarin dinamikle bir alakasi
yoktur. Mukavemet konusu ile ilgilidir. Karistirlmamasi icin buraya konulmustur.

¢

d
I_nd4
X 64
L =L+ I, I=nd4
P32

C-Vektor Matematigi

Mekanizmalarin hesaplarinda Vektérel hesaplamalarin kullaniimasi grafik ve diger yontemlere gére Ustiinliklere
sahiptir. Diger yontemlerde mekanizmanin fotografinin gekildigi esnadaki bir konum i¢in sonuglar bulunur. Oysa
mekanizmanin bir periyod boyunca tiim zamanlarinda hesaplanmasi gerekir. Clinkii mekanizmanin {izerinde
olusan maksimum kuvvetlerin hangi acida ortaya ciktigi bilinemez. Maksimum degerleri gérebilmek icin her
konum i¢in hesaplama yapilmali. Béyle bir durum onlarca hesaplama yapmayi gerekli kilar. Grafik yontemle her
durum icin bu hesaplamalari yapmak zor bir islem olur. Ayrica glinimizde bilgisayarlar ile bu islemleri yapmak
gerekir. Boylece tim uzuvlar ve lizerindeki konum, hiz, ivme, kuvvet, moment degerlerinin grafikleri gizilebilir.
Bu sayede maksimum durumlar igin gerekli olacak motor gilic hesaplari yapilabilir. Bu amagla bu derste
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kullanilacak hesap yontemi olarak Vektorel hesaplamalar kullanilacaktir. Ayrica program kullanarak istenilen
degerlerin nasil bulunacagi gosterilecektir.

Vektorel Biiyiikliik Nedir?: Siddeti ve yoniU bilinen biyikliklere Vektér yada Vektorel Biliylklik denir. F
seklinde lizerinde okla birlikte sembolize edilir. F blyuklGgi ile F ayni sey degildir. Birincisi icerisinde kuvvetin
biyikltgiini gdsteren bir deger barindirir. Ornegin 150 N gibi. Digeri ise kuvvetin hem siddetini hem de yéniinii
barindirir. Ornegin 150 N ve 30° agi ile uygulanmaktadir seklinde bir anlam ifade eder.

Sekildeki gibi bir cismi esit kuvvetteki iki kisi ayni yone dogru cektiginde hareket ettirebilmektedir. Fakat yonleri
acildiginda etkileri azalmakta ve cismin hareketi imkansiz hale gelmektedir. Buradan anlasilan; kisilerin
uyguladigi kuvvet degismese bile yonleri degistigi zaman yapacagi etki degismektedir. Buda kuvvetin vektorel bir
kavram oldugu, sadece blyukligini vermenin etkisini anlamak agisindan yetmeyecegi, yonini de bilmek
gerektigini ortaya kor.

-

. 250N @77

250 N ?§i

= =m déf-i »

‘:’zi:\_ | —> Hareket etmez
<0 N - ) TR
500 N 250N S0ON 250N @)

3,

>

Kuvvetin vektérel olmasi nedeniyle farkli acilarda gésterdigi etkileri.

Benzer sekilde konum da vektérel bir biyikliiktir. Ornegin savasta “diisman 300 metre 6tede” diye komutan
seslense atis yapacak asker etrafina bakinir nereye atacagini bilemez. Oysa “dismen saat 3 istikametinde 300
metre 6tede” diye seslense, atici dogrultusunu ayarlar 3 istikametine déner ve atisini yapar. Dolayisi ile bir seyin
konumunu belirtirken de yon ve mesafeye ihtiyag vardir. Yani vektorel gésterime ihtiyac vardir.

Birim Vektor: Birim vektor boyu 1 birim olan vektordir. Bu vektor igerisinde ayni zamanda bir agi barindirir. Tim
vektorlerin acisi X ekseninden itibaren alinir. Eger kullanilan birim vektoriin acisi 0 ise x ekseni Uzerinde

demektir. x,y,z ekseni tizerindeki vektérler 7, . J,. E ile gosterilir. Bu vektorlere Kartezyen birim vektérler denir.

Farkli agilardaki bulanabilecek birim vektorler icin ¢oziimlerimizde u(6) ve o(8) vektorlerini kullanacagiz. Bu iki
vektor birbirine dik iki vektordir. Asagidaki sekilde gosterilebilir. Buna gore her vektor siddeti ile kendi

dogrultusundaki birim vektorin carpimina esittir. F= F.u(0) seklinde yazabiliriz.

y (@)

—_—

a(8)
900

A 0

N-'V

a) Iki Vektorii Toplama ve Cikarma:

Bunun igin iki yontem kullanilabilir.

10
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a) Paralel Kenar Kurah

7
: — _ - P
Toplama: A + /. B
— 5 ry
B
Cikarma: — B / _ B P
A Vd

R=4A-F
b) Uggen Kurali:
7 [
—_— + = T
= -
Toplama: =
5 A
Cikarma: EE— - / =
-E
E = E - E

b) Birden Fazla Vektériin Toplanmasi ve Cikarilmast:

Bunun icin l¢gen kurali daha pratiktir. Vektorler u¢ uca eklenir ve ilk vektoriin baslangicindan son vektoriin
ucuna cizilen vektor bileskeyi verir. Vektorlerin sirasinin énemi yoktur. Cikarilacak vektoriin ise yoni ters
cevrilerek eklenir.

-

B ¢
/

R=A +B+ ¢

My
vo])

Dy

A

c¢) Bir Vektoriin bir Skaler ile Carpimi:

Carpilan vektoriin dogrultusu degismez ama siddeti degisir. Eger sayl negatif ise vektdr ayni dogrultu (izerinde
yon degistirir.

Herhangi bir skaler deger (sadece siddeti iceren deger) birim vektorle skaler olarak carpilirsa yeni vetkorin agisi

ayni kalir ve siddeti artmis olur. Skaler bir sayi ile carpim vektoriin yine skaler kismini temsil eden siddetini
artirmis oluyor. Agisini degistirmemis oluyor.

e.F=F

11
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e 6

g X (F=3) -

d) Iki Vektoriin Skaler Carpimi:

iki vektériin skaler carpiminin sonucu Skaler bir sonug verir. Sonug aralarindaki aginin Cosinistiniin ¢arpimi ile
bulunur. Skaler ¢arpim, vektérlerden birinin, digerinin lzerine diisen dik bileseninin ¢arpimiyla elde edilir. Skaler
carpimlarda nokta kullanilir.

_ A
4 A.B =|4||B|Cos0
0 B
9 - T -
— /
B A.Cost B

Skaler carpim, iki vektorin birbirleriyle olan iliskisini gosterir. Eger skaler carpim 0 ise, bu iki vektorin
birbirlerine dik oldugunu gosterir. Pozitif bir skaler ¢carpim ise, vektorlerin ayni yone dogru hareket ettigini,
negatif bir skaler carpim ise, vektorlerin zit yonlere dogru hareket ettigini ifade eder. Skaler ¢carpimin mutlak
degeri, iki vektorin dogrultularinin ne kadar birbirine paralel veya dik oldugunu gosterir gosterir. Skaler
carpimin degisme Ozelligi vardir. Yerlerinin degismesi sonucu degistirmez.

e) Iki Vektoriin Vektorel Carpimi:

iki vektdriin vektdrel carpiminin sonucu yine bir vektérdiir. Cikan vektériin siddeti, iki vektériin siddetleri ile
aralarindaki aginin sintsinin carpimina esittir. YonU ise iki vektorin bulundugu diizleme diktir ve sag el
kaidesiyle bulunur. ilk yazilan vektérden, ikinci yazilan vektére dogru donerken saatin tersi yéniinde
donllyorsa, gikan vektor yukari bakacaktir. Yada bunun tam tersi, ilk yazilan vektorden ikinci yazilan vektore
donerken saatin yoniinde doniliyorsa, ¢ikan vektor asagi bakacaktir. Vektorel carpimlarda "x" isareti kullanilr.

Anlamsal olarak bakildiginda bu iki vektoriin carpimi bir momenti vermektedir. Momentin siddeti yine buradaki
gibi iki vektoriin siddetleri ile aralarindaki aginin sinlistiniin ¢arpimi ile bulunur. Yoni ise yine ayni sekilde sag el
kurali ile belirlenir.

12
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ikteki M | ispat 2
leatemat|ktek| Fizik/Muh anlami Ispat 1 spa
anlami

. r Sint M=FxF

C= ABSinf

M=r-F.Sin0)

F.r Sinf

F.Sinf)

M=Fx¥ M=FxF

Vektorel carpimda vektorlerin ¢arpim sirasi dnemlidir. Degisme 6zelligi yoktur. Vektorlerin sirasi degisirse isareti
tersine doner. Dagilma oOzelligi vardir. Bu 6zellikler asagidaki sekilde gosterilebilir.
= - - -

AxBzBxA  AxB=—(BxA) Ax(B+0)=AxB+ixd

f) Kartezyen Birim Vektorlerin Vektérel Carpimi:

Aralarinda 90 derece agi bulunan x,y,z eksenleri Gzerindeki 7, J,. k birim vektérlerinin garpim sonuglar sag el
kuralina gére belirlenirse asagidaki sonuclara ulasilir.

Tx] = K olur. Bu iki vektriin siddeti ise yine 1 olur. T x J = 1.1.Sin90.k = 1.k

7. ], k vektdrlerinden herhangi ikisinin carpimi diger 3. vektdrii verir. isareti ise sag el kuralina gére bulunur.
Sag el kuralini daha kolay uygulamak icin asagidaki sema kullanilabilir. Semada saatin yontinde donilirken +
isareti tersi yonde donerken - isareti kullanilir. Buna gore toplu olarak su sonuglar elde edilir.

ix]=k jxi= —k i

r4
jxk=1 ixk=—j 7 \-
kxi=7 kxj= -1 _

P,
=

Kartezyen birim vektoérlerin kendisi ile Vektérel carpiminin skaler sonucu 0 dir. Kartezyen birim vektorlerin
kendisi ile Skaler carpiminin sonucu ise 1 dir. Bir vektoriin siddeti yazilirken |7] seklinde gésterilir.

[Tx7] = [7] |1] Sin0 = 1.1.Sin0 = 0
[7.7] = |7] 7] CosO = 1.1.Cos0 = 1
iki farkli kartezyen vektoriin Vektorel carpiminin skaler sonucu 1 dir. Skaler ¢carpiminin sonucu ise 0 dir.
[Txj] = 7] |J] Sin90 = 1.1.S5in90 = 1
I7.7] = 7] |j] Cos90 = 1.1.C0s90 = 0

13
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Vektor Ozellikleri

1) ‘a(ff+ E) =ad + a§| (Vektorlerin skaler ile ¢arpimin dagilma oOzelligi. Yani, bir vektoriin toplami ile bir

skalerin ¢arpimi, her bir vektérin ayni skalerle ¢arpiminin toplamina esittir. Bu 6zellik, vektorler ve skalerler
arasindaki temel islemlerden biridir ve vektorlerle yapilan bircok hesaplamanin temelini olusturur)

2) ‘aﬁf + bA = (a + b)/ﬂ (Vektorlerin skaler garpiminin birlestirme (toplanabilirlik) 6zelligi. Ayni vektorin

farkh skalerlerle garpiminin toplami, o skalerlerin toplami ile vektoériin ¢arpimina esittir. Bu 6zellik, vektérler
Gzerinde skaler ¢carpimin ve toplamanin nasil dagildigini gosterir ve vektorel hesaplamalarin temelini olusturur.)

3) ‘a/fx aB = a.b(/fx E)‘ (Vektorlerin gapraz carpim formili. Bu 6zellik, vektorlerin ¢apraz carpimi ile ilgili

temel bir 6zelliktir ve lineer cebirde siklikla kullanilir.)

4) Mx (E + 5) =AxB+Ax 5‘ (Vektorlerin g¢apraz ¢arpiminin dagilma o6zelligi. Bir vektoriin, iki vektorin

toplami ile capraz carpimi, o vektoriin her biriyle ayri ayri capraz carpiminin toplamina esittir. Bu ozellik,
vektorlerin gapraz carpimi ile ilgili temel bir 6zelliktir ve ¢ boyutlu uzayda vektérel hesaplamalarda sikga
kullanihr.)

5) (Vektorlerin skaler carpiminin degisme o6zelligini ifade eder. iki vektdriin skaler carpimi,
carpimin sirasina baglh degildir. Skaler ¢arpim, iki vektérin bilesenlerinin karsilikli carpimlarinin toplami oldugu

icin, carpimin sirasi sonucu degistirmez. Bu 6zellik, vektorlerin skaler carpimiyla ilgili temel bir 6zelliktir ve bircok
vektorel hesaplama ve analizde kullanilir.)

6) (Vektorlerin vektorel carpiminin degisme 6zelligi yoktur. Aslinda, bu iki vektorel carpimin
sonuglari birbirinin negatifidir: Bu, vektorel ¢arpimin yoniine baghdir. Vektorel carpimin yoni, sag el kuraliyla

belirlenir ve iki vektorin sirasina baghdir. Bu ylzden, vektorlerin sirasi vektorel carpim sonucunu dogrudan

etkiler. Yani bu ¢arpimin esiti asagidaki sekilde alinirsa dogrudur. Mx B= —(§ X /_1))‘

7) Mﬁ = |/T| . |§|.C0$9‘ (Bu formiil, vektorlerin skaler ¢arpimini ve bu ¢arpimin geometrik yorumunu ifade

eder. iki vektériin skaler carpimi vektdrlerinin biyikliklerinin ¢arpimi ile aralarindaki aginin kosiniisiiniin
garpimina esittir. Burada |/T| ve |§| ifadeleri vektorlerinin blyuklikleridir, ve 8 vektorleri arasindaki agidir. Bu
formiil, vektorler arasindaki iliskiyi agiklamada ve bircok vektérel hesaplama ve analizde kullanihr.)

8) Mx B = |/T| . |§|.Sin9 r‘i‘ (Vektorlerin vektorel carpimini ifade eder ve geometrik olarak vektorler tarafindan

olusturulan paralelkenarin alanini ve yéniini belirtir. ifade su sekilde aciklanabilir: |/f| ve |§| ifadeleri
vektorlerinin biyiklikleridir ve 8 vektorleri arasindaki agidir. 71 birim vektérd, A ve B vektérlerine dik olan ve

¢apraz carpimin yonini belirleyen birim vektordiar. Yon sag el kurali ile belirlenir. A vektor kolu, B kuvveti ifade
edecek olursa ortaya bu carpimdan moment cikar ve momentin yéniinii sag el kuralina gére bunlara dik olan 7t

vektord belirler. Momentin biylklGgu de |/Y| . |§|.5in9 olur.)

Toplu olarak bu formiilleri su sekilde gosterelim.

1) a(ﬁ+§)=aﬁ+a§ 5)j.§= B.A

2) ad + bA =(a + b)A 6)AxB= —(BxA)
3)ad x aB = a.b(4 x B) 7)A.B = |A|.|B|.Cosé
4) Ax(B+C)=AxB+Ax(C 8) Ax B = |A|.|B|.sing 7

14
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Birim Vektorlerle Yapilan Hesaplamalar

Vektorel denklemlerin ¢6zebilmek ve sonuglarin skaler olarak elde edilebilmesi icin birim vektorlere ait islem
formdllerini kullanacagiz. Bu denklemlerin nasil olusturuldugunun mantigini 6grenmekte ¢éziimler yorum
yapabilmeyi saglar.

Herhangi bir 8 agisina sahip u(6) ve o(6) birim vektorlerini x ve y ekseni Uzerindeki bilesenleri cinsinden
yazarsak asagidaki sekilde olacaktir.

1(6) = Cos(®) T+ Sin(0) J
o(0) = —Sin() T+ Cos(6)]

1.Sin6 -I l.CoselT

Tiirev Formiilleri:

Turevlerini degisken olan 6 ya gore alirsak, asagidaki denklemleri elde ederiz.

2 u(@) = (—=Sin(6) T+ Cos() ) =>  =u(®) =0.0(6)

1590) = (=Cos(0) T~ Sin(®) )8 =>  [50(6) = ~0.4(0)

Skaler Carpim Formiilleri:
u(8,) .a(6y) = [Cos(6,,) T+ Sin(6,) jl.[—Sin(8;) T+ Cos(6y)/]
= — Cos(6,) Sin(6y) ZYY_J+ Cos(6,,) Cos(6;) EY]: — Sin(6,,) Sin(6) \TJ_‘+ Sin(6,,) Cos(6y) ZY]:
1 0 0 1
= —Cos(8,) Sin(0) + Sin(6,) Cos(6y) = Sin(6,, — 6y)

Not: Sin(a-b)=Sin a.Cosb-Cos a.Sinb ifadesine benzettik. Buna goére birim vektorlerin skaler ¢arpim sonucu su
sekilde olur.

1(0) .0(0) = Sin(6, — 6)

Benzer sekilde diger formdilleri de cikarirsak asagidaki sonuglari elde ederiz. Topluca birim vektorlerin Skaler

Carpim Formiillerini tablo seklinde gdsterelim. (Anlatirken kolay olsun diye “Dislar” “icler” ifadeleri kullanildi)
(Not: Cos ifadelerde agilar yazilirken yer degistirebilir).

1) u(6y) .0(6k)
1) u(6,) .u(6y) = Cos(6,, — 6;) = Cos(0y — 6,) (Diglar ayni, igler farkh)

Sin(8,, — ;) (Dislar farkl, igler farkli) ( # agisi 6nce yazilmah)

2) 9(6y) .a(6r)

Cos(0,, — 0y) = Cos(6y — 6,) (Dislar ayni, igler farkh)

3) u(6,).0(6,) = 0 (Dislar farkli, igler ayni)

4) u(6y) .u(6y,)

1 (Dislar ayni, icler ayni)

15
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5) a(6,) .0(6,) = 1 (Dislar ayni, igler ayni)

Vektérel Carpim Formiilleri:

1(05) x u(6x) = [Cos(By) T+ Sin(8y) jlx[Cos(Oy) T+ Sin(6y)]] =
= Cos(8,,) Cos(0,)Tx T+ Cos(6,,) Sin(8y) T xJ + Sin(6,,) Cos(8y) jxi + Sin(6,) Sin(8y) jxJ

n k U n k \‘é n k ‘]'IJ n k ‘]—‘rz

0 k —k 0

Cos(6,) Sin(6;) k — Sin(6,)) Cos(8;) k

[~Cos(6,) Sin(6;) k + Sin(6,,) Cos(6,)] k

= [Sin(6;) Cos(6,) — Cos(8y) Sin(6,)]k

Not: denklemi Sin(a-b)=Sin a.Cosb-Cos a.Sinb) ifadesine benzettik. Buna gore birim vektorlerin vektorel carpim
formla su sekilde olacaktir.

(6 x u(B,) = Sin(8, — 6,)K

Benzer sekilde diger formiilleri de gikarirsak asagidaki sonuglari elde ederiz. Topluca birim vektorlerin Vektorel
carpim formiilleri su sekilde olacaktir. (Anlatirken kolay olsun diye “Dislar” “icler” ifadeleri kullanildi) (Not: Sin
ifadelerde acilari yazilis sirasina dikkat edin. Yer degistirirse sonug yanlis ¢ikar)

1) r@l)x TB,C) = Sin(6y — Hn)l_c) (Diglar ayn, igler farkh)
2) mx THJ = Sin(6;, — en)E (Dislar aynu, icler farkh)
3) rﬁn)x Tﬁk)) = Cos(6, — Hk)E (Diglar farkli, igler farkh)
4) Fen)x Ten) = 0 (Dislar ayni, icler ayni)

5) Tﬁn))xm = 0 (Dislar ayni, icler ayni)

6) u(6,) xa(6,) = k (Diglar farkli, icler ayni)

Bazi Bilmemiz Gereken Matematik Formiilleri

u, v, w ifadeleri degiskense ve carpim halinde tiirevi alinacaksa asagidaki formdller kullanilir. Bu formilleri ileride
birim vektorler ile carpim islemleri yaparken kullanacagiz.

u.v=—wWuv)=uv+uv
dt( )

d
U.V.W =E(u.v.w) = uvw + uvw + uvw

16



Karabiik Universitesi, MUhendiSlik FAKGIESI............cvveriesieriessiriescetsseesessssesssesssssssesssssssessssesssssssssessesssensenens www.lbrahimCayiroglu.com

ODEVLER

Odev 1: Yukarida Ornek 1 de ince cubugun Kiitle atalet momenti formdilii integralle bulunmustu. Benzer sekilde
asagidaki kalin silindirin yaninda verilen formiiliinii integralle hesaplayarak gikarin yada internetten bulmaya
¢ahisin. (yabanci kaynaklari da arastirin)

I =7mR? + —m L2

Odev 2: Yukarida Odev 1 de kiitle merkezinden gecen eksene gére cismin I, formili verilmisti. Bu eksen
silindirin eksen uglarina alindiginda formili ne olacaktir? Paralel eksenler teoremi ile yada integral yontemi ile
bulmaya c¢alisin (yukaridaki Ornek 2 yi inceleyin)

Odev 3: Yukarida Ornek 3 icerisinde verilen A ve B cisimlerinin Kiitle atalet momentleri hem formiille hem de
Solidworks ile bulunup sonuglar karsilastiriimisti. Benzer uygulamayi sizde asagidaki C ve D cisimleri i¢in yapin ve
sonuglari karsilastirin.

Herkesin
olgisii birbirinder
farkh olacak

Odev 4: Asagidaki mekanizmayi Solidworks’te cizdikten sonra dénme hareketi yapan tiim elemanlarin “Kitle
Atalet Momentlerini-l” programla bulun. Her bir elemani ayri ayri gésterip hangi eksene gore hesapladiginizi
sekille gosterin. Bunun igin su bilgileri gz 6niinde bulundurun.

2 nolu eleman sadece donme hareketi yapmaktadir. Agirlik merkezinden gecen eksen etrafinda déndigiinden I,
Agirlik merkezine gore hesaplanmal.

3 nolu eleman uzayda hem dénme hareketi hem Oteleme hareketi yapmaktadir. Her iki ucu da hareket
etmektedir ve ayni zamanda kendisi donmektedir. Hareketi uzaysal yapmaktadir. Agirlik merkezinden gecen 3
eksende de I, hesaplanmalidir.

4 nolu kardan kavramanin istavrozu hem donme hareketi, hem de 6teleme hareketi yapar. Hareketi uzaysaldir.
Dolayisi ile lic eksende de I, hesaplanmalidir.

5 nolu eleman diizlemsel olarak sadece dénme hareketi yapmaktadir (x-y diizleminde hareket ediyor). Once
agirhk merkezine goére Im bulunmali. Ardindan saseye baglandigi donme merkezine gore Paralel eksenler
teoremi kullanilarak Im hesaplanmalidir.

17
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6 nolu eleman dizlemsel olarak hem donme hareketi hem de 6teleme hareketi yapmaktadir (iki ucu hareket
ediyor). Dolayisi ile agirhk merkezinden gegen Im hesaplayin.

7 nolu eleman sadece dogrusal hareket yapiyor. Bunun Im hesaplanmaz. Ama kitlesi énemlidir. Dogrusal
hareketlerde kutle (m), dairesel hareketlerde ise (Im) 6nemlidir. Bunlar ivmeli hareket durumunda atalet
etkilerini olusturur.

1 nolu elemanlar sasedir. Hepsi 1 olarak gosterilir. Bunlar istenirse bir sekilde birbirine baglanabilir. O nedenle
sase tek bir uzuvdur.

4‘ kardan

N\ . ) P
\ 'V mafsal

kiiresel
mafsal
7

Ornek 5: Yukarida birim vektérlerin Vektérel carpim formiilleri verilmistir. Bu formiillerden 1 tanesinin nasil
cikarildigi orada gosterilmistir. Diger formillerin nasil g¢ikarildigini da siz bulun. Yani asagidaki vektorel
formillerin nasil ¢ikarildigini gosterin.

1(6,) x u(8x) = Sin(6, — 0,)k

a(8,) x 5(8;) = Sin(6y — 6,k

1(6,) x 7(6;) = Cos(6,, — 0,)k
1(6,) x u(6,) =0
(8,) xo(8;) =0

w6 x0(6,) =k
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